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APLICACIÓN DEL MÉTODO
DE DERIVACIÓN E INTEGRACIÓN
AL MODELADO DEL COMPORTAMIENTO
MECÁNICO Y DIELÉCTRICO
DE MATERIALES POLIMÉRICOS
El método científico de previsión
toma la forma de un modelo físico o
fenomenológico, el cual es una des-
cripción matemática en la que se
hacen algunas simplificaciones de la
realidad. Estas ecuaciones presen-
tan operadores diferenciales e inte-
grales de orden entero (cálculo tra-
dicional), y no describen de manera precisa ciertos
fenómenos físicos con propiedades de escalamien-
to,1,2 por ejemplo, las relajaciones no exponenciales
de los polímeros, que son consecuencia del com-
portamiento viscoelástico de su estructura semicris-
talina (ver figura 1).3-14 Es evidente, entonces, la pro-
blemática de predecir la viscoelasticidad de los po-
límeros en una gran gama de temperaturas o de
frecuencias (tiempo).
La estructura semicristalina de los polímeros pre-
senta un sinnúmero de irregularidades a diferentes
escalas.1,2 La dinámica de esta morfología es difícil
de describir con operadores diferenciales e integra-
les de orden entero (cálculo tradicional), y en este
sentido los operadores diferenciales o integrales de
orden arbitrario (cálculo fraccional) son una alter-
nativa. Un fenómeno de relajación es un proceso
de ajuste de una propiedad macroscópica a nue-
vas condiciones de equilibrio cuando una variable
exterior ha sido modificada. A nivel molecular, un
fenómeno de relajación está asociado a movimien-
tos moleculares de las cadenas poliméricas. Dichos
movimientos son funciones de la morfología y tie-
nen lugar con una rapidez que se incrementa con
la temperatura. En los polímeros, la movilidad mo-
lecular se lleva a cabo buscando maximizar la
entropía del sistema, lo que corresponde en la ma-
yoría de los casos a una estructura conformacional
de las cadenas de un nivel energético menor. En-
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Fig. 1. Estructura semiscristalina de los polímeros. Se obser-
va el crecimiento radial de las estructuras laminares que
conforman a las esferulitas.
tonces, los fenómenos de relajación son manifesta-
ciones de la disipación parcial de energía cuando a
dichos materiales se les aplica un esfuerzo, y para
su estudio se realizan mediciones experimentales en
forma dinámica de alguna propiedad macroscópi-
ca. En las pruebas dinámicas se aplica un estímulo
periódico de tipo sinusoidal que puede ser mecáni-
co o eléctrico. Para el caso de un estímulo mecáni-
co (análisis mecánico dinámico), la propiedad ma-
croscópica a analizar es el módulo elástico comple-
jo, , y  cuando el estímulo es de tipo
eléctrico (análisis dieléctrico dinámico) es la permi-
tividad relativa compleja, . Las partes
reales de Ε* y de εr* se relacionan con el almace-
namiento parcial de energía y las partes imaginarias
Ε ‘’y εr* están asociadas a la energía que se disipa.
Un análisis cuantitativo de Ε y εr* requiere de mode-
los capaces de describir las curvas experimentales
de Ε y εr*. Bajo este contexto, el objetivo de este
trabajo es el desarrollo de modelos para la descrip-
ción de Ε y εr*.
Los modelos clásicos del comportamiento
viscoelástico
Los modelos clásicos para el análisis de Ε* y εr* son
ecuaciones con operadores diferenciales e integra-
les de orden entero.6,15 La figura 2 es un esquema
del modelo de Zener, con el cual se obtiene una
descripción aproximada del módulo elástico. Este
modelo es un arreglo en paralelo del modelo de
Maxwell con un resorte.
En la figura 2 se muestran los espectros Ε’(T) y
Ε‘’(T) calculados a partir de dicho modelo. Estos
espectros son típicos de un fenómeno de relajación
y no corresponden a la forma de las curvas experi-
mentales que presentan los polímeros semicristalinos,
caracterizados por al menos tres fenómenos de re-
lajación. Para la descripción de la manifestación
dieléctrica de la viscoelasticidad, el modelo clásico
para el análisis de εr*, es el modelo de Debye (ver
figura 3). En la misma figura se muestran los espec-
tros εr*’(T) y εr*‘’(T) que describe el modelo de Debye
y que corresponden también a un solo fenómeno
de relajación.
El hecho de que los modelos clásicos de Zener y
de Debye no puedan describir de manera precisa
los espectros de Ε* y de εr* de los sistemas poliméri-
cos, se debe en parte a que los operadores diferen-
ciales en ambos modelos clásicos son de orden en-
tero. En la siguiente sección se presentan los con-
ceptos de base utilizados en este trabajo, así como
los modelos fraccionarios desarrollados.
Modelado del comportamiento mecá-
nico y dieléctrico de los materiales po-
liméricos
En este trabajo se utilizó como herramienta de base
el operador de Riemann-Liouville, una generaliza-
Fig. 2. Modelo clásico de Tener.
Fig. 3. El modelo de Debye para la descripción de la εr*.
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ción de la fórmula de Cauchy para las integrales
múltiples.16-27
(1)
En la ecuación anterior, G es la función Gamma,
la cual se define de la siguiente manera:
(2)
A partir de la integral de Riemann-Liouville se
obtiene la derivada de orden  fraccionario entre 0 y
1.
(3)
 En este trabajo también se aplicará la transfor-
mada de Fourier para un operador fracciona-
rio, , la cual se define como el producto de
 por la transformada de Fourier de la función
. Aplicando la ecuación tres, se pueden esta-
blecer ecuaciones constitutivas que describan el com-
portamiento mecánico intermediario entre un sóli-
do elástico ideal y un líquido viscoso puro, así como
el comportamiento eléctrico intermediario entre un
capacitor y una resistencia eléctrica (ver figura 4).
Fig. 4. Elementos fraccionarios obtenidos con el cálculo
fraccional.
En el “spring-pot” y en el “cap-resistor”, τ es un
tiempo característico que puede asociarse al tiem-
po requerido por los segmentos de cadena en mo-
vimiento en algún fenómeno de relajación. En un
“spring-pot”, cuando b=0 se obtiene la ley de Hooke
y cuando b=1 se obtiene la ley de Newton. En un
“cap-resistor”, cuando a=1 se obtiene el compor-
tamiento eléctrico de una resistencia, y cuando a=0
se obtiene el de un capacitor. Utilizando los ele-
mentos de la figura 4 se desarrollaron: un modelo
fraccional mecánico (MFM) y un modelo fraccional
dieléctrico (MFD) para la descripción de tres fenó-
menos de relajación.  En este caso se seleccionó
como polímero modelo al Poli (naftalato de etilen
glicol) o PEN. El PEN es un polímero que se carac-
teriza por presentar al menos tres fenómenos de re-
lajación.11 La figura 5 es el MFM y la figura 6 es el
MFD.
Fig. 5. Modelo fraccional mecánico (MFM).
Fig. 6. Modelo fraccional dieléctrico (MFD).
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(5)
A partir de las ecuaciones (4) y (5), se calculó la
dependencia de la temperatura de las partes real e
imaginaria de Ε* y εr*. Sin embargo, primero fue
necesario definir la dependencia de la temperatura
de los tiempos de relajación para el MFM y el MFD,
la cual depende de la naturaleza cooperativa o no
cooperativa de los movimientos moleculares corres-
pondientes en cada fenómeno de relajación. La
cooperatividad implica movimientos simultáneos y
coordinados de segmentos de cadena, mientras que
los no cooperativos se llevan a cabo de una mane-
ra muy localizada. Para el PEN, los movimientos
moleculares de α son cooperativos, la movilidad de
β* es parcialmente cooperativa y la movilidad en β
es no cooperativa. Los tiempos de relajación para
la movilidad no cooperativa (relajación β) siguen
un comportamiento de tipo Arrhenius:
(6)
en donde Ea es la energía de activación aparen-
te; kB es la constante de Boltzman; T es la tempera-
tura absoluta y τo es un factor pre-exponencial que
se encuentra en el intervalo ,
cuyos valores más pequeños corresponden a la vi-
bración atómica, y los valores de mayor magnitud
están relacionados con una contribución adicional
de la entropía. Para los movimientos cooperativos
α y los parcialmente cooperativos β*, la expresión
analítica sigue una ley de la potencia (ecuación sie-
te), donde la energía de activación depende del
número de entidades elementales (Z*) que se mue-
ven de una manera cooperativa.9,13
(7)
En esta ecuación  es la energía de activa-
ción individual de los movimientos de base que cons-
tituyen la movilidad cooperativa y  repre-
senta la energía de activación del conjunto de mo-
vimientos cooperativos; Z* depende de la estructu-
ra del polímero y para su cálculo se utilizó la si-
guiente relación:9,13
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Los elementos 1 del MFM y del MFD están aso-
ciados principalmente con la relajación α del PEN.
Los elementos 2 se relacionan con β*, y, finalmen-
te, los elementos 3 se asocian con β.
En un análisis dinámico, el polímero es someti-
do a un esfuerzo de tipo sinusoidal (mecánico o eléc-
trico), y la respuesta se expresa como un número
complejo. La parte real corresponde a la respuesta
“inmediata” al estímulo aplicado; la imaginaria se
encuentra en desfase y representa la disipación par-
cial de energía. Cuando el estímulo aplicado es
mecánico, se calcula el modulo complejo (Ε*), y
para el caso de un estímulo eléctrico es la permitivi-
dad relativa compleja (εr*), ambas propiedades fue-
ron calculadas a partir de las ecuaciones diferen-
ciales de cada modelo fraccionario. En la tabla I se
presentan las ecuaciones diferenciales del MFM; en
la tabla II, las ecuaciones del MFD. En ambos casos
los parámetros τ están relacionados con los tiem-
pos de relajación de los movimientos moleculares
de cada fenómeno de relajación.
Tabla I. Ecuaciones diferenciales de los tres
elementos del MFM.
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Tabla II. Ecuaciones diferenciales de los tres elementos
del MFD.
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Aplicando la transformación de Fourier a las
ecuaciones de las tablas I y II, se obtuvieron expre-
siones para E* y εr*:
(4)
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(8)
La temperatura T*, para el caso de polímeros
con un estado semicristalino saturado (máximo gra-
do de cristalinidad), es equivalente a la temperatu-
ra de fusión;9 T0 es la temperatura por debajo de la
cual el tiempo de relajación tiende a infinito, para
el caso de α muchos polímeros9,13 presentan un va-
lor de .
Para corroborar el comportamiento en tempera-
tura o isócrono de MFM y MFD, se procedió a va-
riar sistemáticamente el orden de los “spring pots” y
también el de los “cap-resitors”, recordemos que
dichos parámetros solamente pueden tomar valo-
res entre cero y uno. En la figura 7 se presenta un
ejemplo de espectros isócronos obtenidos a partir
de MFM (ecuación 4) en el que se le asignaron va-
lores diferentes a b, mientras que a, c y d permane-
cieron constantes. En la figura 8 se muestran los
espectros isócronos de εr*, obtenidos a partir del
MFD, en este caso se le asignaron valores diferen-
tes a f, mientras que e, g y h permanecieron cons-
tantes. Tanto en la figura 7 como en la 8 se consi-
deró que la movilidad en α es cooperativa, mien-
tras que en β* es parcialmente cooperativa, y, final-
mente, en b es no cooperativa. Cada fenómeno de
relajación se manifiesta por un incremento de εr’ y
una disminución de Ε’ cuando la temperatura au-
menta; dichos fenómenos están asociados a tres
máximos en los diagramas de Ε‘’ y de εr‘’. El pico
que se presenta a bajas temperaturas corresponde
a β, el segundo pico es el de β* y el máximo que se
presenta a altas temperaturas corresponde a α. En
cuanto a la figura 7, se observa que b y a definen la
forma de las curvas en el intervalo de temperaturas
donde se manifiesta α, c define la forma de las cur-
vas en la región de β* y d se relaciona con la forma
de las curvas en la región de temperaturas donde
se manifiesta mecánicamente β. Por otra parte, un
comportamiento similar se observa en la figura 8,
en este caso, e y f afectan a la manifestación
dieléctrica de α, g define la forma de las curvas en
la región de β*, y, finalmente, h afecta la forma de
las curvas en la región de β.
En la siguiente sección se comparan los espec-
tros teóricos con resultados experimentales para el
PEN. En el análisis mecánico dinámico se utilizaron
películas de 70µm de espesor, las mediciones de
Ε* fueron hechas utilizando un equipo DMAA2980-
Fig. 7. Comportamiento en temperatura de E’ y de E’
obtenidos para el MFM.
Fig. 8. Comportamiento en temperatura de E’ y de E’ obte-
nidos para el MFM.
TA. Para las mediciones dieléctricas se utilizaron
muestras con un espesor de 45µm, en este caso fue
necesario un proceso de metalización al oro en
ambas caras de la película, con la finalidad de
mejorar el contacto con los electrodos del analiza-
dor dieléctrico utilizado: DEAA2970-TA.
Comparación entre los resultados teóricos y los
resultados experimentales
La figura 9 muestra cómo el MFM describe los
resultados experimentales para una muestra de PEN
con un estado semicristalino saturado. La figura 10
muestra cómo el MFD describe los resultados expe-
rimentales del PEN estudiado, a excepción de la
contribución de la conductividad11,28,29 que se pre-
senta a temperaturas superiores a 160°C y que se
manifiesta por un incremento de εr‘’ cuando T au-
menta.
Los parámetros de MFM y MFD utilizados para
reproducir los espectros experimentales mostrados
en las figuras 9 y 10 se muestran en la tabla III.
Para el MFM se obtiene que  b>a>c>d. El va-
lor más pequeño d corresponde a β, que se presen-
ta a temperaturas por debajo de –50°C, mientras
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Fig. 9. Comparación de las predicciones teóricas y resulta-
dos experimentales de E’(T) y de E’’(T)  a una frecuencia de
10Hz. Para una muestra de PEN con un estado semicristalino
saturado.
Figura 10. Comparación de las predicciones teóricas y re-
sultados experimentales de εr’(T) y de εr‘’(T)  a una frecuen-
cia de 10 Hz. Para una muestra de PEN con un estado
semicristalino saturado.
Tabla III. Parámetros del MFM y del MFD.
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que el valor más alto b está asociado a los movi-
mientos cooperativos de α, a temperaturas ligera-
mente superiores a 150°C. El parámetro c corres-
ponde a β*. En la curva Ε‘’(T), el mínimo entre β* y
α está asociado a los parámetros c y a, y el mínimo
entre β* y β está asociado a c y d. Se ha demostra-
do, para polímeros amorfos, que el mínimo entre a
y una relajación secundaria es sensible al proceso
de envejecimiento físico que sufren dichos materia-
les.23 Para el MFD se obtiene que f>e>g>h. El va-
lor más pequeño h corresponde a β que se presenta
a –60°C, mientras que el valor más alto f está aso-
ciado a la movilidad de α, a temperaturas ligera-
mente superiores a 120°C. Finalmente g correspon-
de a β*.
Conclusiones
Los operadores diferenciales e integrales de orden
arbitrario nos han permitido desarrollar modelos que
describen el comportamiento mecánico y dieléctrico
de materiales poliméricos como el PEN, caracteri-
zados por al menos tres fenómenos de relajación.
La forma de las curvas teóricas de los espectros
mecánicos y dieléctricos puede modificarse hacien-
do variar los órdenes fraccionarios de los “spring-
pots” y de los “cap-resitors”, que constituyen al MFM
y al MFD. La comparación entre los resultados ex-
perimentales y las predicciones teóricas muestran
que los resultados experimentales de los espectros
mecánicos y dieléctricos son reproducidos, respec-
tivamente, por el MFM y por el MFD. Lo anterior ha
permitido relacionar cuantitativamente los espectros
mecánicos y dieléctricos con la movilidad molecu-
lar del PEN, ya que los órdenes fraccionarios pue-
den considerarse como una medida relativa de la
movilidad molecular asociada a cada fenómeno de
relajación.
Resumen
En este trabajo se desarrolló un modelo fraccional
mecánico y un modelo fraccional dieléctrico, con la
finalidad de describir las manifestaciones mecáni-
cas y dieléctricas de la viscolesticidad de un políme-
ro semicristalino (PEN) que presenta tres fenómenos
de relajación. La comparación entre los resultados
teóricos y los experimentales nos muestran que los
órdenes fraccionarios de los modelos desarrollados
están relacionados con la movilidad molecular.
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Palabras clave: Cálculo fraccional, Viscoelasticidad,
PEN.
Abstract
We developed a Mechanical Fractional Model and
a Dielectric Fractional Model with the purpose of
describing the mechanical and dielectric
manifestations of the viscolesticity behavior of a semi-
crystalline polymer (PEN) that displays 3 phenomena
of relaxation. The comparison between the theoretical
and experimental results demonstrates that the
fractional orders of these Fractional Models are
related to molecular mobility of PEN.
Keywords: Fractional calculus, Viscoelasticity,
PEN.
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